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Resume 

Using the global Gulliksen-Negard complex, we build regular canonical surfaces of general type in P*", Calabi-Yau 3-folds in 
and Fano anticanonical 4-folds, all of degree 17 and 20. We also give their Hodge numbers and syzygies. 

Resume Nous construisons a I'aide du complexe de Gulliksen-Negard global des exemples de surfaces lisses canoniques 
regulieres, de solides de Calabi-Yau de P^ et de varietes de Fano anticanorriques lisses de dimension 4 , de degre 17, 20. 
Nous donnons leurs nombres de Hodge et syzygies. 



1. Introduction et rappels 

Soil X un sous-schema localement de Cohen-Macaulay de codimension c d'une variete complexe, projective et 
lisse P. Le schema X est dit sous-canonique s'il existe un fibre en droites N sur X tel que le faisceau dualisant uux 
de X soit isomorphe comme Ox -module a A/^ ® Ox ■ La question de la determination des types de resolution libre 
possible des schemas sous-canoniques de P pour une codimension fixee n'est resolue completement que pour la 
codimension 2 ([11],[6]) mais a cependant conduit a la decouverte de nombres de complexes de longueur c, exacts 
lorsqu'ils determinent des sous-schemas de la bonne codimension c. En retour, lorsque P est un espace projectif 
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P'", ces constructions permettent de constinire des surfaces canoniques et des solides de Calabi-Yau ([9], [12] et 
[13]). Parmi les complexes resolvant eventueUement des sous-schemas de codimension 4, le plus ancien est celui 
de Gulliksen et Negard [5], il resoud dans sa version locale I'ideal des mineurs sous-maximaux d'une matrice 
carree. 

Solent £ eiT des fibres vectoriels sur P de meme rang e > 3. Considerons (j) un morphisme de fibres vectoriels 
£ ^ T. Nous noterons simplement par O le faisceau structural de P et par £ le fibre vectoriel en droites f^£ ® 
I^^T. Rappelons qu'il est associe a ces donnees un complexe G, de fibres vectoriels sur P dont la localisation 
en tout point a; e P est isomorphe a un complexe de Gulliksen-Negard [7] (complexe scandinave). Remarquons 
que Pragacz et Weyman [10] dorment une construction independante du choix d'une base dormee du complexe 
de Gulliksen-Negard. EUe se globalise innmediatement pour donner le complexe global. Associons a ^ le dual s J 
de la section natureUe associee a l\^~^(t> et definissons le sous-schema de Gulliksen- Negard par Ox((j,) = 
cokers*^. Le complexe de Gulliksen-Negard global G, a la forme suivante 

oii /\j designe le foncteur de Schur associe a la partition adjointe de (e — 1, 1). 

2. Sous-varietes de Gulliksen-Negard 

Le complexe G, etant localement isomorphe au complexe de Gulliksen-Negard, on deduit la propriete suivante 
de [5] (theoreme 4 ) et du lemme d'acyclicite sur les anneaux locaux de Cohen-Macaulay 

Theoreme 2.1 Soient P une variiti projective lisse et £ et T deux fibris vectoriels sur P de mime rang e > 3. 
Choisissons ^ e Hom{£, T). 

( i) Si X{(l)) est de codimension 4, alors G, est une resolution de X{(j)). 

( ii) Si de plus X est Gorenstein, X{^) est sous-canonique avec cox{4,) —top^ C~^'^ \x- 
( Hi) Dans le cas particulier ou X est I'espace projectifW^ on obtient laformule suivante : 

ci(t^x(0)) = -2{ci{£) - ci(J^)) - r - 1, 
si ci designe la premiere classe de Chern d'un fibre vectoriel. 
L assertion 3 du theoreme decoule de la propriete suivante du complexe de GulUksen-Negard 

G: ~ G. £®2^ 

Rappelons enfin dans le contexte des schemas de Gulliksen-Negard les resultats classiques sur les Ueux de 
degenerescence que nous utUiserons par la suite. 
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Theoreme 2.2 (Banica ; Fulton-Lazarsfeld) Soit P une variiti complexe projective lisse de dimension r telle 
que r > 5. Choisissons (j) giniriquement dans Hom{£, T). Supposons de plus que £* ® T est engendri par ses 
sections. 

( i) Le sous-schema X{<p) est reduit et irreductible ; lorsqu 'il n 'est pas vide il est de codimension 4. 

(ii) Sir <8 la variiti X{(j)) est vide ou lisse. 

( Hi) Si E* ® est ample, X{^) est non vide et lisse si et seulement si r < 8. 

En appliquant les theoremes de Bertini affines ([3], theoreme 6.3 p. 66) a la contraction que C. Banica emploie, 
on deduit sans mal I'assertion 1 du theoreme. Les assertions suivantes combinent les resultats de Banica et Fulton- 
Lazarsfeld dans le cas des varietes de GulUksen-Negard. 

3. Exemples dans 

Dans cette section P = P*" pour 5 < r < 8 et Ton choisira toujours (f> generiquement dans Hom{8,T). 
Rappelons que le degre d des varites construites, lorsqu' elles sont de codimension 4, s'obtient grace a la formule 
dePorteous, qui dans cecas s'ecrit d = ci{T j — C\{T j E^c-iiT j E'), oil Ci{J^/E) designe le coefficient du terme 
de degre i du developpement en serie formelle du quotient de polynomes de Chern c{!F) / c{£) . 

Exemple 1 (Variitis de Del Pezzo) Si I'on choisit e = 3, £ = et = 0^{1) I'on obtient des variitis de Del 
Pezzo lisses de dimension n<A.La resolution de Gulliksen-Negdrd est alors de la forme suivante : 

-> 0{-Q) -> 0^{-4) -> 0^^{-3) -> 0^{-2) O. 

Les exemples que nous constraisons maintenant sont tels que (jJx{4>) = ^x{4>) (3 — n), ou n designe la dimension 
dsX{(f>). 

Exemple 2 Si I 'on choisit e = A, £ = et = 0^{1) on obtient des surfaces lisses de degre 20 etde dimension 
n < 4. Le complexe de Gulliksen-Negdrd prend alors la forme suivante : 

^ 0{-8) 0^\-5) e>3°(-4) ^ 0^^{-3) O. (1) 

On obtient ainsi des surfaces canoniques regulieres de degre 20, de genre sectionnel it = 21 etde polyndme de 
Hilbert lOx^ — 10a; + 8. On obtient aussi des solides de Calabi-Yau de F"^ de degre 20. Leur polyndme de Hilbert 
est (10/3)a;'^ + (14/3)a;. Leurs losanges de Hodge sont respectivement 
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1 

/i^'^ 

7 60 7 1 34 34 1 

/i^'i 

1 

1 

Autre construction : Si I'on choisit e = r, £ = ® et = T, ouT est le fibre tangent sur P. On 

obtient encore des variitis de degri 20. Apr^s saturation de leurs Equations, leur resolution libre est de mime 
forme que (1). 

Exemple 3 Si I'on choisit e = £ = et !F = 0'^{1) ® 0{2), on obtient des varietes de degre 17. Le complexe 
de Gulliksen-Negdrd est alors 

-> 0{-8) -> 0^{-6) © C'i2(_4) © o2(_3) © o'^{-5) -> 0^(-3) © 0^{-2) -> O (2) 

Les surfaces canoniques ainsi obtenues ant genre sectionnel tt = 18 et polynome de Hilbert (17/2)a;^ — 
(17/2)x + 8 ef les solides de Calabi-Yau obtenus ont pour polynome de Hilbert [17 /&)x^ + (31/6)a;. Leurs 
losanges de Hodge sont respectivement 

1 

1 

/i^'^ 

7 63 7 1 58 58 1 

/i^'^ 

1 

1 
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Autre construction : Si I' on choisit e = r, £ = ® O ® 0{—l) et T = T on obtient encore des variitis 

de degri 17. Apr^s saturation de leurs Equations, leur resolution litre est de la mime forme que (2). 

Remarque 1 Ces exemples montrent I'existence de surfaces de type general d'invariant = 20, 17, Pg = 7 et 
q = 0. 

Exemple 4 Si V on choisit e = r, £ = 0"+^(l) ® 0(— 2) etT = T, on obtient des varietesde codimension 2 dans 
W^-"^ obtenues par deux sections hyperplanes d'une intersection complete de deux hypersurfaces cubiques de V. 

Pour effectuer les calculs necessaires nous avons utilise le logiciel de calcul formel Macaulay 2 [8]. Les logiciels 
de calculs formels ne peuvent manipuler que des modules libres ; aussi dans le cas ou T = T utilise-t-on la 
representation des morphismes entre puissances exterieures du fibre tangent [2] qui se deduit du complexe de 
Koszul, pour calculer s*.. Tous les calculs ont ete faits sur le corps fini Fioi . 
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